Chapter 1

Aplicacoes da Integral Simples

1.1 Area de regioes planares

Seja R a regiao limitada pelo grafico da fungdo y = f(x), asretas z =a, x =beo

eixo x, sendo f(x) > 0 para todo [a,b]. A area da regiao R é dado pela formula:
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DEMONSTRACAO
Tomemos nimeros xg, &1, e, - , T, € [a,b] tais que a =xg < 11 <23 < -+~ <z, =be,
xy, T3, -+, xk tais que xf € [x;_1,x;]. Entao

A (zy —x0) f(27) + (22 — @0) f(25) + - + (X0 — 201) flay,) = Z Az f(z])
Azxq Azxo Aznp =1
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Resumindo:

e Seja R a regiao delimitada pela curva y = f(z), f continua em [a,b], pelas retas

verticais * = a e x = b, e eixo z, entao a area A de R é dado por

- [V

e Em particular se R é a regiao delimitada pela curva y = f(x), pelas retas verticais

xr=aex =0, e eixo z, tais que [ continua em [a,b], f(z) <0 paraa <z <ce

f(x) > 0 para ¢ < z < b entdo a area A de R é dado por

:/:|f(x)|dx=—/acf(x)da:+/cbf(x)dx

e Seja R a regiao delimitada pela curva x = ¢(y), ¢ continua em [c, d], pelas retas

horizontais y = c e y = d, e eixo y, entao a area A de R é dado por

d
- / l9(y)|dy.

e Seja R a regiao delimitada pelas curvas y = fi(z), y = f2(x) interceptando nos

pontos com abscissas r = a e x = b, entao a area A de R é dado por

/ £i(@) — fole)| da.
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Cap.1: Aplicagoes da Integral Simples Sec.1: Area de regi6es planares

e Seja R a regiao delimitada pelas curvas © = ¢1(y), * = ¢2(y) interceptando nos

pontos com ordenadas y = ¢ e y = d, entao a area A de R é dado por

A= / 19:(9) — ga(y)ldy.

Exemplo 1.1. Calcular a drea da figura do plano limitada pela curva y = tg x e o

eizo x e tal que —m/3 <z < /4. y
Solucdo

w/4 0 /4 _7.‘—/3
A :/ [tg(z)|dx :—/ tg(x)dx +/ tg(x)dx

—7/3 —7/3 0
A = [—In( cos x)](iﬂ/g + [=In( cos 2)]7"*
A= gln(Q).

Exemplo 1.2. Calcular a drea da figura do plano limitada pela curva y = logy(x) € o

eizo x e tal que 1/2 <z < 4.

Solucdo
4 1 4 Y
A :/ |log,(z)|dx :—/ logy(x)dx + /logz(x)dx
1/2 1/2 1 1/2
Usando integragao por partes 1 I "
_ 15In(2) -5 V
o 2In(2)
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Exemplo 1.3. Calcular a drea da figura do plano limitada pelas curvas

f(x) =222 410 e g(z) = 4z + 16 de modo que —2 < x < 5.

Solucdo y

Para determinar os limites de integracao

fazemos a intersecao das curvas:

y=21>+10ey =4z + 16

4

202 4+10 = 4x 416 = z = —1,3.

Ul = = e = - -

3

A= / 71[(2x2+10)—(4x—16)]dx+ / [(42+16)—(22°410)] dz+ / 5[(2x2+10)—(4x+16)]dx

2 -1
142
===

A

1.1 Observacao. Se f e g sao fungoes continuas em R, para calcular a drea da regiao entre
as curvas y = f(x) ey = g(x) necessitamos apenas conhecer os pontos de interseg¢ao entre

as curvas e o sinal de f(x) — g(x). Nao hd necessidade de mais detalhes sobre o grifico

de f ou de g.

Exemplo 1.4. Calcular a drea da figura do plano limitada pelas curvas

yr=2°—23+22> —x+3 e yp=at+23+222 -+ 3.

Solucdo
Intersegoes: y1 =y = 2° —2* - 203 =0= 232> -2 -2)=0=
= 2(r+1)(r—2)=0=z=00uz=—-louz=2.

Sinal de y; — yo = 23(z + 1)(z — 2) :

- |+++|___|+++
1

-1 0 2
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Cap.1: Aplicagoes da Integral Simples Sec.1: Area de regi6es planares

Logo,
A= / (11 —yg)dx—/ (y1 —yo)dx = / (x5—x4—2x3)dx—/ (2° —2* —22%)dr = ——.
-1 0 -1 0 30
Exemplo 1.5. Calcular a drea da figura do plano limitada pelas curvas y*+y—1—x = 0

ey—x=0.

Solucdo

Neste exemplo convém tomar y como variavel
independente e as fungoes

r=fy)=y’+y—lex=gy) =y

As interse¢oes da parabola e da reta

r=y*+y—lex=y
sdo os pontos (—1,—1) e (1,1).
1 1
Az/ Iy—(y2+y—1)\dy=/ (=y* + Ddy
1 _
4
3

1

A:
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Cap.1: Aplicagoes da Integral Simples Sec.2: Exercicios
1.2 Exercicios

[1] Determine a area da regiao do plano limitada simultaneamente pelas seguintes curvas:

(1.1)y=Inz, z=2¢co0eixoOz (1.2)z=8+2y—y* y=1, y=3ex=0

(13)zy=4ex+y=5H 14)y=2" y=2z—2*, r=0ex =2
2 2
(1b)y=2z, y=1ley=— (16)y=|z*—4ley=2
x
3 2 9
(1.7 y=2>—-3rxey=2x (1.8)y:;,y:9xey:x
(1.9) f(z) = z|z| e g(z) = 2* (1.10) z =y? —2ex =6 —y>
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Cap.1: Aplicagoes da Integral Simples Sec.3: Volume de sélidos
1.3 Volume de sélidos

Introducao
Volume de um cilindro reto

Admitiremos inicialmente a definicao de volume para cilindros retos:

Tomemos um plano « e uma regiao R deste plano,

com area A limitada por uma curva fechada C.

Consideremos uma reta r perpendicular ao plano

« e tomemos a superficie cilindrica tal que C' seja

sua diretriz e r uma geratriz (isto é, obtida pela

reuniao de todas as retas paralelas a r passando

por algum ponto de C).
Consideremos um plano, 3, paralelo a a. A regiao do espago limitada pela superficie

cilindrica e pelos dois planos é um cilindro de base R e altura h, sendo h a distancia entre

os dois planos. O volume do cilindro é, V = A.h.
Dado um sélido, tomemos um

eixo orientado OX e, para todo :
Alx

nimero real x, o plano perpen-

dicular a OX em z (isto é pas-

sando pelo ponto de abscissa x

do eixo). Suponhamos que:

e Para todo x € R, o plano

em x intercepta o soélido

se, e somente, se r €

la, b].

e Se x € [a,b] a intersecgao
é uma regiao desse plano

com area que indicaremos

por A(x).
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Cap.1: Aplicagoes da Integral Simples Sec.3: Volume de sélidos

Se a func¢do A(x), definida em [a, b], é continua entao o volume do solido é:

V:/abA(x) dx

Deducgao da férmula:
Tomemos numeros xg, 1, Ta, ..., T, € [a,b] tais que a = g < 11 < X9 < ... < x, =be
nimeros ay, s, ..., a, tais que a; € [r;_1, x;].
O cilindro cuja base é a interseccao do plano perpendicular ao eixo OX em a; com o

solido e cuja altura é (r; — x;_1) tem volume igual a A(a;)(z; — x;_1) e entao

V & (x1 —x0) A(ay) + (x2 — x1) A(ag) + -+ + (p — Tn1) Ala,) = Z Azx;A(a;)

max Az; —0

n b
V= lim ZAxiA(ai) :/ A(x) dx
i=1 a
Chamaremos as interseccoes do solido com os planos perpendiculares ao eixo de
secoes planas do sélido transversais ao eixo OX ou de secoes planas.

Exemplo 1.6. Calcular o volume de uma pirdmide cuja base € um quadrado de lado 2

e cuja altura € 3.

Solu¢do
G A Y
. j
Tomemos o eixo OY perpendicular ao
plano da base da piramide, ortogonal a ¥
um dos lados da base e sua origem e =
i 0
orientagao como indicados na figura ao

lado.

Para todo y € [0, 3] a se¢ao plana transversal a OY é um quadrado cujo lado varia com y
e que indicaremos por L. Entdo a secdo plana tem area A = L? e o volume da piramide

3
¢ dado por V = / L* dy.
0
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Cap.1: Aplicagoes da Integral Simples

Sec.3: Volume de sélidos

Para relacionarmos L e y, tomemos:

e Um plano perpendicular ao plano
da base, paralelo a um dos lados

dessa base e contendo o eixo.

e A projecdo da piramide neste

plano (veja figura ao lado).

Usando semelhanca de triangulos temos

6 — 2y
3

3
_ = — L:
2:>

3 -9 2 1 3
V= / <6 y) dy = 5/ (36—24y+4y?) dy = 4
0 0

Vemos aqui uma confirmagao da proposicao apresentada no Ensino Médio:

Ah
O volume da piramide de base A e altura h é V = 3

Exemplo 1.7. Calcular o volume de uma esfera de raio igual a 2.

Solucdo

Y

Podemos escolher um eixo OY qualquer.
Como indicado na figura ao lado, escolhemos
um eixo tal que o plano perpendicular a ele

na origem passa pelo centro da esfera.
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Cap.1: Aplicagoes da Integral Simples Sec.3: Volume de sélidos
Para todo y € [—2, 2] a se¢ao plana transver-

sal a OY é um circulo cujo raio varia com y e
que indicaremos por r. Entao a se¢ao plana

2

tem area A = 7r* e o volume da esfera é

2
V:ﬂ'/ r? dy
-2

Ou usando a simetria da esfera

2
V:27T/ r? dy
0

Para relacionarmos r e y, tomemos a inter-

dado por

secgao da esfera com um plano que contenha
o0 eixo e passe pelo seu centro. v P

Pelo Teorema de Pitagoras (veja figura ao

lado),
ado) ’ ;

P4yt =2 = =44 — 92

=

Logo,
2 2 2 321
V= 27?/ <\/4—y2) dy = 27?/ (4—y*) dy = 3
0 0
Vemos aqui uma confirmacao de outra proposicao apresentada no Ensino Médio:
47 R3
O volume da esfera de raio R é: V = 7T3 .

Exemplo 1.8. Represente graficamente e calcule o volume do sélido limitado pelo plano

2z =1 e a superficie de equacio z = x2 + y>.

Solucdo
Representagao grafica:
Dado um plano de equagio z = ¢, ¢ constante, (isto é perpendicular a OZ), para obtermos

sua interseccao com a superficie, substituimos z = ¢ na equacao z = x? + y2, obtendo,
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Sec.3: Volume de sélidos

Logo, a intersecgao é

e Se ¢ > 0, um circulo no plano z = c de

equacao x2+y? = c. Portanto com raio

Ve
e Se ¢ =0, o ponto (0,0)
e Se ¢ < 0, vazia

Logo trata-se de uma superficie de revolucao

em torno de OZ.

Para considerar a interseccao da superficie
com o plano YOZ, substituimos = = 0 na
equacao z = x° + 3% obtendo a equacio da
parabola z = 2. Portanto a superficie ¢ ger-
ada pela rotagao desta parabola em torno de

OZ (& um paraboléide de revolugao).

Na figura ao lado temos um esbog¢o do solido
limitado pela superficie e pelo plano z = 1.
Calculo do volume:

Para todo z € [0, 1] a se¢@o plana transversal
a OZ & um circulo cujo raio é y/z. Entao a
secdo plana tem area A = w(y/z)? =z e o

volume do soélido é dado por

1
V:ﬂ'/ zdzzﬁ
0 2

| —
N
(Y]
—_
o —
Il
bo |
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Cap.1: Aplicagoes da Integral Simples Sec.3: Volume de sélidos

Exemplo 1.9. Represente graficamente e calcule o volume do sélido limitado pelo plano
2 2

x
z =1 e a superficie de equagcao z = — + v ()

4 9

Solucdo
Representagao grafica:

Como no exemplo anterior, a intersec¢ao de um plano de equacao z = ¢, ¢ constante, com

2 2
a superficie, obtém-se substituimos z = ¢ na equagao (*), resultando ”y + % =c

Logo, a interseccao é:

e Vazia , se ¢ < 0.

e (0,0),sec=0.

e Uma elipse no plano z = ¢, de equacao

semi-eixos 24/c e 3/c se ¢ > 0.

= 1 e portanto com

Para considerar a interseccao da superficie com o plano YOZ e com o plano XOZ,

2 ZL‘2

substituimos x = 0 e y = 0 na equagao (*) obtendo as parabolas z = % ez = 1

Trata-se de um paraboldide eliptico. Ou seja, a representacao grafica é semelhante &

do paraboldide de revolugao - basta substituir os circulos por elipses.
Célculo do volume:

Para todo z € [0, 1] a se¢@o plana transversal a OZ é uma elipse com semi-eixos 24/z
e 3y/z. Entao essa se¢do plana tem area A = 7(24/2)(3y/z) = 67z e o volume do sélido é

dado por

1 1
V:67T/ zdz:?m[zz} = 3.
0 0

Exemplo 1.10. Represente graficamente e calcule o volume do elipsdide de equagao
72
4

+Z4+22=1 ().

y_2
9
Solucdo

Representagao grafica:

Como no exemplo anterior, a intersecgao de um plano de equacao z = ¢, ¢ constante, com
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Cap.1: Aplicagoes da Integral Simples Sec.3: Volume de sélidos

a superficie, obtém-se substituimos z = ¢ na equagao (*) resultando na equacao,

>0
——

2 2
2 T Yy 2

o4 g
ity ¢

x2 y2
Z 42 =1
4+9+c A

De acordo com o sinal de 1 — ¢?, temos que a interseccao é:

e Vazia, se c > 1ouc< —1.

e (0,0) ,sec=—1louc=1

e Uma elipse no plano z = ¢, de equacao
x? y2 g

vi=e) iy

portanto com semi-eixos 2v/1 —¢? e

3V1l—c?,se —1<c<1

As segoes transversais a OX também sao elipses, de equagoes

2,2 y2

() (9

obtidas fazendo-se x = ¢ na equagao (x), para —2 < ¢ < 2. De modo analogo temos que

as segoes transversais a OY sao elipses.
A seguir temos um esbogo do so6lido

Céalculo do volume:

Para todo z € [—1, 1] a se¢@o plana transver-
sal a OZ é uma elipse com semi-eixos
2v/1 = % e 3y/1 — 2. Entéo essa secio plana

tem area

A=7(2V1—22)(3V1 — 22) = 67(1 — 2?)

e o volume do soélido é dado por

1 371
VZG?T/ (1—2%) dz = 67 {z——} = 8.
O 3],
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Cap.1: Aplicagoes da Integral Simples

Exemplo 1.11. Calcule o volume do sélido

que € intersec¢ao dos cilindros

',
st
i

2+ y?=1ea2?+ 22 =1 (figura ao lado)

e

AT L AT
(A L R A A AR

Solucdo

Calculo do volume:
Tomemos o eixo OX e as intersecgoes de cada um dos cilindro com planos perpendiculares
a esse eixo. Para o cilindro 2% + y? = 1, fazendo z = ¢, ¢ constante, na equacao desse

cilindro obtemos

Fry=ley=+V1-¢

Logo a interseccao com o plano

xr =cé:

Regiio do plano x=¢
--mtf"_e' asretas

e Vazia, se c > 1ouc< —1.

e A reta do plano x = ¢ de HE
equacao y = 0, se ¢ = —1 ’
ouc=1 I

i ]
T S N L S O

e A regiao do plano x = ¢ lim-

itada pelas duas retas parale- g
lasy = V1 —c?se—1<c< &
1. g

T

De modo semelhante, para o cilindro 22 + 2? = 1, fazendo = = ¢, c¢ constante, na

equagao desse cilindro obtemos

PrrP=1e2=4V1-¢
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Cap.1: Aplicagoes da Integral Simples Sec.3: Volume de sélidos

Logo a interseccao com o plano x = ¢ é:

e Vazia, se c > 1ouc< —1.
e A reta do plano x = ¢ de equagao 2 =0 ,sec=—-louc=1

e A regiao do plano x = c¢ limitada pelas duas retas paralelas z = +v/1 —¢? se

l<exl

Regido doplanox=c

"7Z quadrado entre as

Portanto a intersegao dos dois cilindros com o plano z = ¢ é vaziase c > 1 ouc < —1
e é um quadrado (veja figura anterior) de lado L = 2v/1 — ¢2 e o volume do sélido é
1 1 1 16
Vz/ L? dxz/ (2V1 — 22)? dx=4/ (1—2?) dng.
—1 —1 -1
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Cap.1: Aplicagoes da Integral Simples Sec.3: Volume de sélidos

Exemplo 1.12. Calcular o volume do sdlido cuja base € um circulo de raio 3 e cujas
segoes transversais a um didmetro da base sao quadrados.
Solucdo
Tomemos um eixo orientado cuja

origem é o centro do circulo e que

contém o diametro (figura ao lado). g
A segdo transversal em x é um :

quadrado de lado L que varia com -3 O =z 3 x
x. Logo, sua area é igual a A = L2,

o volume do sélido é

3 3
V= / Ldr=2 / L? dx (usando simetria
0

-3

N2
e (5) + 2?2 =3 & [ =4(9 — 2?)

Portanto,

3 2713
V:8/(9—x2)daz=8{9x——] = 144
0 3 0
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Cap.1: Aplicagoes da Integral Simples Sec.3: Volume de sélidos

Exemplo 1.13. Calcular o volume do sdlido cuja base € uma elipse de semi-eizos iquais
a 2 e 3 e cujas secoes transversais ao eiro maior sao tridngulos equildteros.
Solucdo
Tomemos um sistema de eixos

cartesianos tal que OX coincida

com o eixo maior (figura ao lado) 2 %y

e O coincida com o centro da elipse.

Nesse sistema de eixos a elipse tem B

equacao

-2
22 y2
A
9+4

A segao transversal em x é um

triangulo equilatero de lado L que

varia com x. Logo, sua area é igual

LQ
auA:\/fl

o volume do soélido é

3 2 3 2

3L 3L

V= / \/:l dr =2 / \/:l dx (usando simetria)
-3 0

n,
" A
o
o

Como L = 2y entao ( pela equagio
da elipse)

2

13 3 x
v:_/ \/§.4y2d:c:2\/§/ 41— —) de=
2 Jo 0 9

373
—3v3 |z —L| =16V3.
27),
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Cap.1: Aplicagoes da Integral Simples Sec.3: Volume de sélidos

Exemplo 1.14. Calcular uma expressao em integrais que represente o volume do solido
cuja base € a regiio do plano limitada pela pardbola v = y*> —1 e a reta x = y+ 1 e cujas
secoes transversais a OY sao tridngulos retingulos, isosceles tais que a hipotenusa se

encontra sobre a base do sdlido.

Solucdo

A regiao R estd representada na
figura ao lado.

A segao transversal em y é um
triangulo retangulo isésceles de

hipotenusa b e altura h (relativa

a hipotenusa), que variam com y.

bh  b?
L 2 2 —
0go, sua area é A 5 1
2 b2
O volume do solido é V' = / 1 dy
—1
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Cap.1: Aplicagoes da Integral Simples

Sec.3: Volume de sélidos

Exemplo 1.15. Calcular uma expressao em integrais que represente o volume do solido

cuja base é um triangulo retangulo ABC' de catetos AB e AC com comprimentos 3 e 4 e

cujas segoes transversais a AC sao semi-circulos com didmetros sobre a base do sdlido.

Solucdo
Considerando o eixo OX como indicado na

figura ao lado, a se¢ao transversal em x tem
area A = 3 sendo r o raio do semi-circulo.

O volume do solido é

4
V:z/ r? dx
2 Jo

Usando semelhanga de triangulos

3 2 3(4 —
3_ 2 :>( x):T

Logo,

didmetro do
sami - circulo

0=

Eliana Prates, Ivana Matos, Joseph Yartey e Silvia Velloso 20



Cap.1: Aplicagoes da Integral Simples Sec.4: Exercicios
1.4 Exercicios

[1] Utilizando se¢oes planas paralelas, mostre que o volume de uma piramide quadrangular
2
ah
reta, com altura h e base quadrada de lado a, é igual a =

[2] Utilizando integral de segoes planas paralelas, mostre que o volume do cone circular
2
mreh

reto, de altura h e raio da base r, é igual a

[3] Usando o Calculo Integral, calcule o volume de um tronco de piramide, de altura h,

cuja base é um quadrado de lado a e cujo topo é um quadrado de lado b.

[4] Calcule o volume de um solido que tem para base um circulo de raio r e cujas segoes
transversais a um didmetro da mesma sao triangulos eqiiilateros, todos situados em um
mesmo semi-espaco em relacao ao plano que a contem, e que tém como um dos seus lados

cordas da circunferéncia da base, perpendiculares a esse diametro.

[5] Calcule o volume de um solido que tem para base um circulo de raio r e cujas segoes
transversais a um diametro da mesma sao triangulos retangulos is6sceles, todos situados
em um mesmo semi-espago em relagao ao plano que a contem, e que tém como um dos

seus catetos cordas da circunferéncia da base, perpendiculares a esse diametro.

[6] Calcule o volume de um solido que tem para base um circulo de raio r e cujas segoes
transversais a um diametro da mesma sao triangulos retangulos is6sceles, todos situados
em um mesmo semi-espago em relagao ao plano que a contem, e que tém como hipotenusa

cordas da circunferéncia da base, perpendiculares a esse diametro.

[7] Calcule o volume de um solido que tem para base um circulo de raio r e cujas segoes
transversais a um didametro da mesma sao semi-elipses, todas situadas em um mesmo
semi-espaco em relagdo ao plano que a contem, e que tém o eixo menor como cordas da
circunferéncia da base, perpendiculares a esse diametro e a medida do eixo maior igual
ao dobro da medida do eixo menor. (Considere a area da elipse de semi-eixos maior e

menor a e b, respectivamente, igual a wab ).

[8] Calcule o volume de um solido que tem para base um circulo de raio r e cujas segoes
transversais a um didametro da mesma sao semi-elipses, todas contidas em um mesmo
semi-espago em relagdo ao plano que a contem, e que tém o eixo menor como cordas

da circunferéncia da base, perpendiculares a esse diametro e todas elas tém a mesma
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excentricidade e.

[9] Calcule o volume de um so6lido que tem para base uma elipse de semi-eixo maior e
menor a e b, respectivamente, e cujas segoes transversais ao eixo menor sao semi-circulos,
todos situados em um mesmo semi-espaco em relacao ao plano que a contem, e tendo

para diametros cordas da elipse da base, perpendiculares ao eixo menor.

[10] Calcule o volume de um so6lido que tem para base uma elipse de semi-eixo maior e
menor a e b, respectivamente, e cujas secoes transversais ao eixo maior sao semi-circulos,
todos situados em um mesmo semi-espaco em relacao ao plano que a contem, e tendo
para didmetros cordas da elipse da base, perpendiculares ao eixo maior. (Observe que

esse volume é menor do que o volume do item anterior).

[11] Calcule o volume do solido de base B = {(z,y) € R?; y? < x < 3—3y*} cujas segoes

por planos perpendiculares ao eixo Ox sao quadrados com um lado apoiado em B.
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1.5 Volume de sé6lidos de revolucao

Quando rotacionamos uma regiao do plano zy em torno de uma reta (o eixo) real-
izando uma volta completa, o lugar geométrico descrito pelo pontos da regiao ¢ o que
chamamos um s6lido de revolugao.

Estudamos dois métodos como calcular volumes de sélidos de revolugao:

Método do disco circular e do anel circular
Suponhamos que um sé6lido de revolucao é obtido rotacionando-se, em torno do eixo
x, uma regiao R delimitada pela curva y = f(x), sendo f uma fungdo continua num in-

tervalo [a, ], f(z) > 0, e pelas retas verticais ¢ = a e x = b, como mostra a figura abaixo.

Y

I
I
]
I
I
]
b

Para cada z € [a,b], um plano perpendicular ao eixo x, cortando este no ponto z,
determina no sélido de revolucao uma secao transversal que é um circulo centrado em
(7,0) e raio f(z) e portanto cuja area A(x) = w[f(x)]*.

Portanto, o volume do sélido de revolucao é

V= /abA(x)dx - /ab[f(x)mx.

e Se um soélido de revolugao S é obtido rotacionando-se em torno de eixo y, uma
regiao R delimitada pela curva = = ¢(y), ¢ continua em [c,d], g(y) > 0, e pelas

retas horizontais y = ¢ e y = d, o volume V de S é dado por

V= 7?/ lg(y)]*dy.
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e Se um soélido de revolugao S é obtido rotacionando-se em torno de eixo x, uma
regidao delimitada pelas curvas y = fi(x), y = fao(x) e pelas retas verticais z = a e

x = b, sendo fi(x) > fo(x) para a < x < b, o volume V de S é dado por

vr [ (1@ - Ut

e Se um soélido de revolucao S é obtido rotacionando-se em torno de eixo y, uma
regiao delimitada pelas curvas x = g1(y), * = ¢2(y) e pelas retas horizontais y = ¢

ey =d, sendo g1(y) > g2(y) para ¢ <y < d, o volume V de S é dado por

V= W/Cd ([gl(y)F - [gz(y)]2) dy.

e Se um soélido de revolucao S é obtido rotacionando-se em torno da reta = = k,
uma regiao delimitada pelas curvas x = ¢1(y), © = g2(y) e pelas retas horizontais

y=cey=d,sendo g1(y) > g2(y) > k parac < y < d, o volume V de S é dado por

v=r [ (1)~ K~ o) ).

e Se um solido de revolugao S é obtido rotacionando-se em torno da reta y = k, uma
regiao delimitada pelas curvas y = fi(x), y = fo(x) e pelas retas verticais z = a e

x = b, sendo fi(x) > fa(x) > k para a <z < b, o volume V de S é dado por

v=r [ (10 -4~ 1) - 1),
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Exemplo 1.16. Considere a regiao do plano delimitada pelo eizo x, o grifico de y = \/x,
para 0 < x < 2, sendo girada primeiro ao redor do eixo x e depois ao redor do eixo y.

Calcule o volume dos 2 solidos gerados.

Solucdo y

(a) Rotagao em torno do eixo z
Yy

;]

Para cada x € [0,2], a se¢ao transversal ao eixo Oz é um circulo gerado pela rotacao

do segmento vertical de comprimento y = /x. Logo, possui 4drea A(z) = my? e o volume

2 2
V= / mylde = / rxdr = 2.
0 0

(b) Rotagao em torno do eixo y

do solido ¢ igual a

Para cada y € [0, /2], a secdo transver-
sal ao eixo Oy é um anel circular de
raio externo igual 2 e raio interno igual
x = y? e portanto tem area igual

A(y) = m22—72? = dr—my* = w(d—y?).

Logo o volume do so6lido ¢ igual a

V2 16v/2
V:TI'/ (4 —y)dy = 6\5/_7T.
0
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Exemplo 1.17. Determine o volume do sdlido obtido pelo rotacao do parte da regido
delimitada por y = /r ey = x/4 na primeira quadrante ao redor do eixo x e depois ao

redor do eixo y.

Solucdo

Pontos de Intersecao:

3 2 — 0.7 = — 0.y =
T —4®x—0,x—j:8ey—0,y—j:2.
(a) Rotagao em torno do eixo x Yy

Y

Para cada = € [0,8], a segdo transversal ao eixo Oz é um anel circular de raio

externo y, = /x e raio interno y; = % e portanto tem area A(z) = m(J/7)* — 7T(Z)2 =

2
7r(3:2/3 — %) Logo o volume do so6lido ¢é igual a
8 2
V:ﬂ'/ <x2/3 — x—)dw = @
0 16 15
(b) Rotagao em torno do eixo y

Para cada y € [0, 2], a segao transversal

Y ao eixo Oy é um anel circular de raio

---------------------- externo xo = 4y e raio interno igual

x, = y> e portanto tem area igual

Aly) = m(4y)* — 7 (y*)* = m(16y° — y°).

Logo o volume do soélido é igual a

O ™ = = = = = -

5127

2
Vv 7T/O(Gy y”)dy 51
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Exemplo 1.18. Determine o volume do sdlido obtido pela rotacao da regiao delimitada

pelas curvas y = 12 e y = \/z, ao redor da reta x = —2.

Solucdo
Pontos de Intersecao:

P=\Vrer=0xr=1

(Y
1 ________
Y=V L
1
1
1
1
1
y =z
1
@) 1 x
: y
1
e el L Tl P
1 1 e o ———
NS 3 ppleslestpeiic
sl :
. 1
1
1
: 1 :
1
| L
I Ol ©1 T2 1
|
]
Para cada y € [0,1], a se¢do transversal a reta + = —2 é um anel circular de raio

externo (3 + 2) = (\/y + 2) e raio interno (z; 4+ 2) = (y* 4 2) e portanto tem éarea
Aly) = 1(\Vy +2)? —7(y* +2)? = 7(y + 4y? — y* — 49%).

Logo o volume do soélido é igual a

497

1
V:TF/ (y+4y1/2—y4—4y2)dy: .
; 30
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Meétodo dos invélucros cilindricos

Usamos este método quando a rotacao é feito em torno do eixo do variavel dependente
y, (y = f(x)) e é impossivel de escreve x como fun¢ao de y.

Suponhamos que um sé6lido de revolucao é obtido rotacionando-se, em torno do eixo
y, uma regiao R delimitada pela curva y = f(z), sendo f uma fungao continua num in-

tervalo [a,b], f(z) > 0, e pelas retas verticais ¢ = a e x = b, como mostra a figura abaixo.

Dividimos R em faixas verticais de largura infinitésima Az como mostrado na Figura.
Quando uma faixa vertical é girada em torno do eixo y, ela gera uma casca cilindrica de
espessura Ax e volume AV'. Esta casca cilindrica é a diferenca entre um cilindro exterior
do raio (x + Az) e um cilindro interior do raio . Ambos os cilindros tém a altura

infinitamente proximo a f(x). Assim o volume desta casca cilindrica é

AV =~ cilindro exterior — cilindro interior
m(x + Ax)? f(z) — T2’ f ()

= W(l‘Q + 2zAz + (Az)? — xQ)f(x)
- 7T<291:A91: + (Ax)2> (@)
2rxf(x)Az

Q

AV

Q

O volume total do sélido de revolugao seré, de acordo com o Teorema Fundamental,

V= /b 2nx f(z)dx.
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1.2 Observacao. Denotamos
A(z) = 2nx f(z) = 27 (raio)(altura)

Ou seja A(x) representa a drea lateral de um cilindro de raio x e altura f(z).

e Se um soélido de revolucao S é obtido rotacionando-se em torno de eixo x, uma
regidao delimitada pela curva x = g(y), ¢ continua em [c,d], g(y) > 0, e pelas retas

horizontais y = c e y = d, o volume V de S é dado por

d
V= / 2myg(y)dy.

e Se um soélido de revolugao S é obtido rotacionando-se em torno de eixo y uma regiao
delimitada pelas curvas y = fi1(z), y = fo(x) e pelas retas verticais © = a e x = b,

sendo fi(z) > fo(z) para a < x < b, o volume V de S é dado por

v= [ 21 - flw) )

e Se um soélido de revolucao S é obtido rotacionando-se em torno de eixo x, uma
regiao delimitada pelas curvas z = g1(y), © = ¢g2(y) e pelas retas horizontais y = ¢

ey =d, sendo g1(y) > g2(y) para ¢ <y < d, o volume V de S é dado por

v/ "oy (3a0) — g2 ).

e Se um soélido de revolugao S é obtido rotacionando-se em torno da reta y = k,

uma regiao delimitada pelas curvas = = ¢;(y), * = g2(y) e pelas retas horizontais
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y=cey=d,sendo gi(y) > g2(y) > k para ¢ < y < d, o volume V de S é dado por

V= /Cd oy — k| (gl(y) - gg(y))dy'

e Se um solido de revolugao S é obtido rotacionando-se em torno da reta x = k, uma
regiao delimitada pelas curvas y = fi(x), y = fo(x) e pelas retas verticais z = a e

x = b, sendo fi(x) > fo(x) > k para a < x < b, o volume V de S é dado por

V- /: 2z — k| (fu(a) — fola))do.

Exemplo 1.19. Determine o volume do solido obtido pela rotagao da regiao limitada

3

pela parabola y = 22% — 23 o eivo x em torno do eizo y.

Solucdo y

Logo
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Exemplo 1.20. Determine o volume do solido obtido pelo rotacao do parte da regido

delimitada por y = /r e y = x/4 na primeira quadrante ao redor do eizo .

Solucdo Yy

Y

A(y) = 2r(raio)(altura) = 27y (4y — v°) = 2w (4y* — y*)

Logo
1287

2
V: 2 42—4d:—
/O m(4y* —y*) dy 05

Exemplo 1.21. Determine o volume do sdlido obtido pela rotacao da regiao delimitada

pelas curvas y = 12 e y = \/z, ao redor da reta x = —2.

Solucdo

A(z) = 27 (raio)(altura) = 2n(x + 2)(Vz — 2%) = 2n (22 — 2% + 2212 — 22?)

1
4
Vv :/ om(z®? — 2% 4 222 — 22?) dx = %
0

= e o o -
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1.6 Exercicios

[1] Calcule o volume do solido obtido pela rotacao da regiao do plano limitada pelo grafico

da fungao f(x) = %

[2] Calcule o volume do solido obtido pela rotacao da regiao do plano limitada pelo grafico

, com z € [—1,1], em torno do eixo Oz.

da elipse E : 922 4+ y* = 9 em torno do:
(2.1) Eixo maior (2.2) Eixo menor.

[3] Determine o volume do sélido obtido pela rotagao da regido compreendida entre o(s)

grafico(s) de:
(3.1) y = (z — 1)(z — 3)? e 0 eixo x, ao redor do eixo y
(3.2) y = /x,x = 8 e 0 eixo x, ao redor do eixo x
(33)y=2yr—1ey=x—1,ao redor da reta v = 6
(3.4) x = (y — 2)* e y = x, ao redor da reta y = 1

(3.5) y = sen x, para 0 < z < 7, ao redor do eixo x
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1.7 Momentos estaticos e centroides

No nosso dia-a-dia, nos deparamos com muitas situagoes em que precisamos manter
um sistema de corpos em equilibrio. Para conseguirmos apoiar uma placa plana em
uma haste fina, de forma que a mesma fique em equilibrio, o ponto de apoio da haste
deve estar localizado no centro de massa ou centroide da placa, considerando-se o campo
gravitacional uniforme. Ou até mesmo para arrumar a carga de um caminhao é necessério
que a mesma esteja em equilibrio para evitar acidentes por tombamento da carga, ou
desgastes de pneus e suspensao. Dai, temos necessidade de determinar o centro de massa
ou centroide nao s6 de placas planas de formatos variados, como também arames, fios, e
s6lidos tri-dimensionais. Ao longo desse trabalho vamos mostrar como encontrar centro

de massa ou centréides como aplicagao do célculo integral em varias situacgoes.

Vale ressaltar nesse momento a diferenca entre centro de massa e centro de gravidade.
O centro de massa independe de fatores externo, como por exemplo da aceleracao da
gravidade local. Ja o centro de gravidade depende do campo gravitacional. Assim, o
centro de massa e o centro de gravidade s6 coincidem quando o campo gravitacional for

uniforme.
Como podemos encontrar o centro de massa?

Inicialmente vamos imaginar uma situagao bem simples, como por exemplo uma

gangorra. A gangorra estéd apoiado num suporte como mostra a figura a seguir.

A

Vamos considerar duas pessoas sentadas nas extremidades com pesos p; e po e dis-
tancias ao ponto de apoio d; e ds respectivamente. Pela lei da Alavanca de Arquimedes

a gangorra sO estarda em equilibrio se:

p1-di = Do - do.

Agora vamos analisar a situagao do ponto de vista uni-dimensional, considerando
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a origem da reta real como mostra a figura abaixo e denotaremos por T, o centro de
gravidade da gangorra, ou seja, o ponto de apoio de forma que a gangorra fique em

equilibrio, considerando as condigoes anteriores.

A

Nesse caso temos que d; =T, — 71 e dy = 29 — T.

Aplicando a lei da Alavanca, temos

p1- (fg_xl) = po- (22 _Eg)
P1:Tg—P1-T1 = P2-T2—P2-Ty
P1-Tyg— P2 Ty = P1-T1+P2-Ta

Ty (p1+p2) = pr-a1+p2 22
Dai, podemos concluir que
_ D1 %1+ D2 T

T, — 1.1
I p1+ D2 (11)

Desde quando o peso, segundo a lei de Newton é a for¢a exercida sobre o corpo pela
atracao gravitacional da Terra temos que p; = mq - g € po = Mgy - g, €m que My € My Sao
as massas das pessoas que estao sentadas na gangorra e g é a aceleracao da gravidade

aproximadamente igual & 9,8m/s. Com essas consideragao a equagao 1.9 é dada por

g mpx1Fg-me- Ty My T+ My T

Ty = =

(1.2)
g -mi+g-my my + My

Como nesse caso o campo gravitacional é uniforme, verificamos que o centro de gravi-
my X1+ Mg - To

dade (Z,) coincide com o centro de massa, que denotaremos por T = n
mq mo
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Conseqiientemente, podemos definir o momento estatico da massa de uma particula

em relagdo a um ponto.

1.3 DEFINICAO. Momento FEstdtico

Definimos o momento estatico da massa my em relagao a origem, denotado por My,
através do produto My = my - x1, assim como o momento estatico da massa my em
relagao a origem, denotado por Ms, através do produto My = mqy - x5, em que T1 € To

representam as distincias das massas my e mo em relacao a origem ou ponto referencial.

Assim como definimos o momento estatico em relacao a um ponto, podemos também
definir o momento estatico em relagao a outros referéncias como, por exemplo, uma reta
ou um plano. O momento também pode ser aplicado a outras grandezas além da massa
como: momento de forca, momento de comprimento, momento de &rea, momento de

volume etc.

Agora vamos considerar a situacgao de termos um sistema de n particulas com massas
mi,Ma, ..., m, localizadas nos pontos x1,xs,...,x, respectivamente sobre o eixo Ox.
Nesse caso o centro de massa do sistema é dado pela razao entre o somatoério dos momentos

e a massa total, como mostra a equacao abaixo.

n n
em que m = E m; representa a massa total do sistema e M = E m;-; 0 somatorio
i=1 i=1
dos momentos estaticos de cada particula em relagao a origem.

Observe que o centro de massa é um ponto em que podemos concentrar todas as
massas do sistema de forma que o somatério dos momentos em relacao ao referencial

considerado continua o mesmo.

No caso bi-dimensional, vamos considerar que as particulas estao posicionadas no

plano cartesiano, como mostrar a figura abaixo.
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i
T
1 my
........................... .
x
my X0
Y3 :
O s
L Y2
-------------- s

Seguindo um raciocinio similar ao caso uni-dimensional, ja visto, s6 que agora tomando

como referencial os eixos Ox e Oy, temos que o centréide, denotado por (Z,7), é dado por:

M, _ M,
€ y=—"

T ="
m m

n

em que m = E m; representa a massa total do sistema, e
i=1

n n
M, = E m;T; e M, = E m;y;
i=1 i=1

representam os somatorios dos momentos em relagao aos eixos Oy e Ox respectiva-
mente. Observe que o momento de uma particula em relacao ao eixo Ox é o produto
da massa dessa particula pela distancia da mesma ao eixo Ox, que é uma distancia y.

Similarmente, para o momento em relacao ao eixo Oy.

Assim, o ponto (7,7), que representa o centrdide, é o ponto em que uma unica

particula de massa m teria os mesmos momentos do sistema.

Vamos agora nos deter ao calculo do centro de massa ou centréide de placas planas
finas de material homogéneo com densidade uniforme p (massa por unidade de area) e

area superficial A. Inicialmente, vamos encontrar centréides de placas com formato de
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figuras planas simétricas ou que possuam eixo de simetria. Uma superficie é simétrica
em relacao a um eixo OO’ se para cada ponto P da superficie existe um ponto P’, tal
que o segmento PP’além de ser perpendicular ao eixo OO’, é dividido ao meio pelo eixo.
Analogamente, podemos verificar a simetria de uma curva. Nesse caso, ou seja, quando
uma superficie ou curva possui um eixo de simetria o centréide em ambas situagoes estao
sobre esse eixo de simetria. Caso a superficie ou curva possua dois eixos de simetria, seu
centroide esta na intersecao desses dois eixos. Assim, facilmente podemos determinar os
centroides de superficies no formato de figuras geométricas conhecidas como: quadrados,
retangulos, tridangulos equilateros, circulos, elipses etc. Similarmente, podemos identificar
o centroide de curvas na forma de circunferéncias, elipses etc. Observe que no caso das

curvas, nem sempre o centroide pertence a mesma. Ver a figura abaixo.

Quando temos superficies compostas de vérias regioes sem interse¢oes, o momento

dessa superficie é o somatoério dos momentos de cada regiao que a compoe. Sendo a massa
de cada regiao da superficie composta igual a m; = pA;, i = 1,2,3... os momentos em

relagao aos eixos Ox e Oy sao respectivamente,
n n
M, = Z pAT; e M= ZPA@@‘-
i=1 i=1

Nesse caso T; e y; sao as distancias dos centrdides de cada regiao aos eixo OX e Oy

respectivamente. Observe a figura abaixo.
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Exemplo 1.22. Vamos encontrar o centrdide da superficie composta indicada nessa

figura.

Solugao: Ja sabemos que o centrbide de cada quadrado coincido com o seu centro.
Assim, vamos encontrar o somatério dos momentos, considerando A; a area do quadrado

Q; e J; e T;, suas respectivas distancia ao eixo Oz e Oy, i = 1,2. Portanto

My=p-A -G, +p-Ay-Tp=p[1(2-2) +3(6-6)] = p- 112
(&
My=p-Ai-Titp- Ay Tp = 1(2-2)+5(6-6) = p- 184

A area total dada por A =2-2+46-6 = 40. Assim,

M, p-184 23 _ M, p-112 14
p-A  p-40 5 p-A  p-40 5

T =

Exemplo 1.23. Achar o centréide da secao de um pilar indicado na figura a abaizo.

Solugao: Sabemos que quando a figura possui eixo de simetria, o centrdide esté

sobre esse eixo de simetria. Observe que o eixo de simetria do pilar é a primeira bissetriz.
xT

pA

Portanto, nesse caso, em particular, x =y = , em que M, é o somatoério dos momentos

e A a area total da superficie. Assim,
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M, = p-yiAi+p-yAy=p-(25-30-50+15-20-30) = p - 46.500cm?
A = 30-50+20-30 = 1500+ 600 = 2100cm?

Conseqiientemente,

_ _  p-46.500
T=79Y=—""—"°-—"%=22cm
p - 2.100

E se quisermos encontrar o centréide de um triangulo qualquer que nao seja equi-
latero? Nesse caso, se a placa é homogénea e de espessura constante, o baricentro coincide

com o centroide de sua superficie (veja figura abaixo).

Assim, dadas as coordenadas dos vértices do tridangulo podemos determinar o seu

baricentro, denotado por (Z,,7,) de forma prética por:

_ T+ 2+ _ Y1t Y2tys
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Exemplo 1.24. Encontre o centrdide da superficie composta indicada na figura abaizo.

Solugao: Observe que nessa figura temos a primeira bissetriz como eixo de simetria,
-z
A

dos momentos M, é o momento do quadrado, M} subtraido do momento do triangulo,

assim T = 7. Basta, entao, encontrarmos y = . Observe, também, que o somatoério

M? e a area total, A, é a area, A; do quadrado menos a area, A, do triangulo. Portanto

30 - 30
A=A+ Ay =40-40 - —5 = 1.150em?
30-30 1
27.500 cm?®.
Conseqiientemente,

o M, 27500
YEETPA T 1150

= 23,9cm
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Exemplo 1.25. Na figura abaizo qual deve ser o valor de x para que a ordenada do

centroide seja igual a 27

—* _em que M,
A 9 q

denota o momento estatico em relacio a x e A a area total. Vamos denotar por M} o

Solugao: Sabemos que a ordenada do centroide é dada por § =

momento do retangulo em relagao ao eixo = e por M2 o momento do triangulo em relagao
ao eixo x, assim como, A; e Ay as areas do retangulo e do triangulo respectivamente.

Assim,
(x—3)-6

A1:21L‘6A2: 9

Enquanto que
1
leleY2:§~6+2:4.

Agora vamos encontrar o momento em relacao a x e a area total.

~3
Mm:Al-yﬁAZ-yQ:zx-H%-6-4:2x+12x—36:14x—36.
A:2x+W:29E+3x—9:5x—9.
M, 14z — 36
T4 T 59 (13)

Resolvendo a equacao 1.9, temos

142 —36 =102 — 18 - 4o =18 — = 4,5.

Como faremos para encontrar centroides de regioes planas que nao sao formadas por

figuras geométricas, as quais ja conhecemos o centroide, como mostramos anteriormente?
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Como por exemplo, o centréide de uma regiao limitada por uma fungao qualquer? Para
tanto vamos mostrar como obter uma expressao em integral que calcula centroides desse
tipo de regiao.

Seja R uma regiao limitada pelas retas * = a, y = b, 0 eixo = e a fungao continua
f(z) em [a,b].

Vamos dividir o intervalo [a, b], em sub-intervalos pequenos, tomando-se uma partigao

a=To<T1 <Tp<... <Tr_1) <Ty=0>

Seja Ar = x; | — x; e vamos tomar T; € [z;_1,x;], tal que

Ti-1 + T4

T = . i=12...,n
xX 5 2 n

Assim, podemos dizer que a regiao é aproximadamente a uniao dos retangulos de base
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Az; e altura f(z;). Vamos denotar por C; = (@, f(?)) o centroide de cada retangulo

R;, e por A; = f(7;) - Az a area de cada retangulo R;. Portanto, a massa é dada por
O momento de cada retangulo R; em relacao ao eixo y é dado por

My(R;) = [p- f(Ti) - Az]- T =0T f(T) - Az

massa distancia de R; aoeixoy

Para encontrar o momento da regiao R em relagao ao eixo y, vamos fazer o maximo

dos Ax; tender a zero. Conseqiientemente temos

b
_nh_)rEoZp z; - f(T;) Ax—thp T; - f(fi)-Ax::p/ x- f(x)dx

D/ T = —2 =
al, T= oA Al

Similarmente,

,}g{;Z U@ Ar =3 g @I A= [l

Conseqiientemente,

b1 ,
o ) sU@Ra o
Y=, s A ~ 94 i §[f($)] dz.

A mesma linha de raciocinio pode ser usada para determinarmos o centroéide no caso
da regiao R ser limitada pelas retas y = ce y = d e o eixo y e a fungao continua x = f(y)

em [c,d], como mostra a figura abaixo.
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Incluir figura 11 Ver com Joseph

Nesse caso, encontramos

:—/yf dyex——/ y)|2dy.

Exemplo 1.26. Encontrar o centrdide de — da circunferéncia de raio r.

Solucgao: a equacao x?+y? = r? representa uma circunferéncia de raio r. No primeiro

quadrante a quarta parte da circunferéncia é o grafico da funcao f(z) = v/r2 — 22 e sua

area A = ——. Assim, vamos usar os resultados obtidos anteriormente,
/ flo j=o b[f( P
= — €T - e .
Yy = 24 y)jtay
Assim,
T = —2 :c\/ r? — x2dx (1.4)
r
Vamos resolver a integral da equagéo 1.10 por substituigao de variavel, fazendo ¢ =
r?—a2? - dt=—2xdr. Paraz=0—t=r2ex=1r—1t=0.
Portanto,

4 4 [0\t 2 [
xx/rz 22dy = — idt Vidt

LT 7r? —2 r? J,
3/2

= 2! _ 2 (rz):«z.g:i.r?’:ﬂ'

™2 3/2 . o2 3 3mr? 3
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Calculando 7, temos

1 [P [f(x)]? 4 [T (r?— 2P 2 [, a
—z/a y =T\ T ) = ety
2 3

r3 2 2r3 4r
= — |\r - — = — _ = —.
2 3 ar2 \ 3 37
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1.8 Segundo Teorema de Pappus-Guldin

Agora que vocé sabe encontrar centrbides de regioes planas, ja esta apto a entender
o teorema de Pappus-Guldin, que propicia o calculo do volume do sélido gerado pela

rotacao de uma regiao plana em torno de um eixo de rotagao.

1.4 TEOREMA. Se uma regiao plana gira em torno de uma reta de seu plano que nao a
intercepta, o volume gerado € igual ao produto da drea da regiao plana pelo comprimento

da circunferéncia percorrida pelo seu centroide.

Prova. Vamos considerar o eixo x como eixo de rotagao e y a ordenada do centroide
da regiao plana e vamos tomar um elemento de area dA =t - dy, como mostra a figura

abaixo.

X’

Assim, queremos mostrar que o volume do solido gerado V' é o produto da area da
regiao plana pelo comprimento da circunferéncia percorrida pelo eu centroide, ou seja
V=_A. 21y
~~

; ~~
area  circunferéncia

Utilizando o método da casca cilindrica, observe que o volume gerado pela rotagao

da regiao S em torno do eixo x é dado pela expressao

Eliana Prates, Ivana Matos, Joseph Yartey e Silvia Velloso 46



Cap.1: Aplicagoes da Integral Simples Sec.8: 2° Teorema de Pappus

b
V= 27?/ y - tdy. (1.5)

Por outro lado, a ordenada do centréide é dada por

(1.6)

b b
p / ydA / ydA b
a a / ydA = gA.

y: 5 = 2 —
p/dA

Como dA =t - dy e com os resultados obtidos na equacao 1.6, da equagao 1.5 temos

b b
V:27T/ y-tdy:27r/ ydA = 21y A
Assim, fica demonstrado Segundo Teorema de Pappus-Guldin. O

1.5 Observacao. Generalizando, o sequndo teorema de Pappus-Goldin nos diz que o vol-
ume do solido gerado pela rotagao de uma regiao plana em torno de um eizo é dado por
V =2nd- A, em que d € a distincia do centroide da regiao ao eixo de rotacio e A € a

drea da regiao.

Exemplo 1.27. Determinar o volume de um toro gerado pela rotacao de um circulo de

raio R em torno de um eizo de seu plano a distancia K > R do seu centro ( ver figura

o

abaizo).

Solugao Pelo segundo teorema de Pappus-Goldin, o volume é dado por

V=A 2rK =nR? 271K = 21’ K R%.

Assim, o volume do toro gerado ¢ V = 2m2 K R
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1.6 Observacao. Nesse caso o centroide coincidiu com o centro do circulo cuja ordenada

é K. Ou seja, y= K. Caso a drea nao seja um circulo temos que encontrar o centroide.

Exemplo 1.28. Encontrar o volume gerado pela rotagao do triangulo de vértices (1, 1),
(3,1) e (2,7) em torno da reta y = —2x, como mostra a figura abaizo.

A

(2,7)

(1,1) (3,1)

Y

Solugao Sabemos, pelo segundo teorema de Pappus-Guldin, que o volume do sélido
gerado é dado por V = 27d - A, em que, nesse caso, d é a distancia do centroide do
triangulo & reta y = —2z e A é a area do triangulo. Portanto, inicialmente, vamos

encontrar o centroéide do triangulo. Como visto anteriormente, temos

_ 1+3+2 _ 1+14+7
Ty= g =2 =g =3
Portanto o centroide do triangulo,G, é dado por G = (2, 3).

Agora, precisamos da distancia entre o ponto G e a reta y = —2z, e para tanto,

vamos nos lembrar como encontrar distancia entre ponto e reta.

Dada uma reta az + by + ¢ = 0, a distancia entre a reta e o ponto P(xg, o) é dada

por

_arg+byo+c
Va2 +b

Assim, a disténcia, d, entre a reta 2z +y = 0 e o ponto G(2,3) é dada por

d

dzz-(2+1).(3+0):7\/§

V22 + 12 5
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Claramente a area, A, do tridngulo é A = 6, portanto o volume do sélido gerado é
V5 B 847/5

V=2rd - A=2r- -6
5 5

Exemplo 1.29. Usando o sequndo teorema de Pappus-Guldin, determine a ordenada

do centroide de semi-circulo de raio R.

\J

Solugao Vamos denotar por A a érea do semi-circulo de raio R, e por § a ordenada

do seu centroide. Pelo segundo teorema de Pappus-Guldin, temos

RQ
V=A 21y= WT 27 = m*R%y (1.7)

Por outro lado, o volume da esfera é dado por

4
V = §7TR3 (1.8)

[gualando as equagoes 1.7 e 1.8 temos

4 4R
TR = TR = —.
3 3T

Portanto, a ordenada do centréide do semi-circulo de raio R é §y = 3 e observe que
T

a sua abscissa, T é nula, pois esté sobre o eixo y, que é o eixo de simetria.
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1.9 Exercicios

[1] Determine a posi¢ao do centroide das seguintes figuras e o volume do solidos gerados

pela rotacao das mesmas em torno da reta indicada abaixo de cada figura:

Y Y
(1.1) (1.2)

D
D

w
wW
B )

2
0 2 z 0 2 8 T
reta: y = 10 reta:x —y+4=0
4 (1.4
2
(1.3)

Y
o 1
|

9 |
7

/// I 1 2 3 x
-10 -8 0 8 10 z

reta: t —4 =0
reta: y —7=0

[2] Determine as coordenadas do centro de gravidade da regiao plana especificada:

2 2
(2.1) Regiao no primeiro quadrante, delimitada pela elipse % + ‘Z—Q =1, (x>0, y>0)
2

(2.2) Area delimitada pela curva y = 4 — % e 0 eixo T

(2.3) Area delimitada pela parabola y*> = ax e pela reta x = a.
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[3] Seja R a regiao do plano limitado pelas curvas y = 22 e y = —2?% + 2.
(3.1) Esboce R e calcule a sua éarea.

(3.2) Calcule o centroide de R.

(3.3) A regidao R é girado em torno da reta x = 2 formando um so6lido D. Calcule o

volume de D, usando o teorema de Pappus-Guldin.
[4] Seja R a regiao do plano limitado pelas curvas y = —2?> —3x +6 ez +y — 3 = 0.

(4.1) Esboce R e calcule a sua area.
(4.2) Calcule o centroide de R.

(4.3) A regido R é girado em torno da reta x +y —3 = 0 formando um sélido D. Calcule

o volume de D, usando o teorema de Pappus-Guldin.
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1.10 Comprimento de Arco de uma Curva

Em muitas situagoes vamos precisar do comprimento da trajetoria percorrida por
uma particula, como por exemplo o comprimento de uma rodovia, constituida de muitas
curvas sinuosas. Nesses casos, se faz necessario o calculo do comprimento do arco de
uma dada curva. O nosso objetivo agora é poder expressar esse comprimento através de
uma integral definida. Para tanto, vamos considerar uma fungao continua f com primeira
derivada também continua, definida num intervalo fechado [a, b]. Nessas condi¢oes, vamos
considerar que o grafico dessa fungao é uma curva lisa e sem repeticoes de trechos como

mostrar a figura a seguir.

Y

Vamos dividir o intervalo [a, b], em sub-intervalos pequenos, tomando-se uma partigao
a=2o <2 <Tp<... <Tr_) <Tp =0
Observe que ao fazermos isso estamos dividindo a curva nos pontos
Py, P,P,... P,

tais que Py(a,yo) e Pn(b,yn), como mostra a figura seguinte.
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Assim, fazendo um célculo grosseiro podemos dizer que o comprimento da curva,
denotado por L, é aproximadamente igual a soma dos comprimentos dos segmentos P;_; P;

comi=1,2,...,n. Ou seja,

L= PiyP=PP+PP+...+P, b
i=1
Considerando Ax; = x; — x(;_1) € Ay; = y; — Y—1), vamos denotar por Al; o compri-

mento de cada segmento P;_1)F;, em que ¢ = 1,2,...,n, isto &, Al; = P;_1)F;.

Na figura anterior, observe o triangulo retangulo, e por Pitagoras temos:
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Al = /(B + (B = \/Eiii ((Aas) + (Ag)?) = [1+ (ii) Sl

Observe que Az; é um valor positivo, devido a forma que tomamos a parti¢ao. Con-

seqlientemente, o comprimento total da curva(L) é aproximadamente igual &

LNZAZ _Z 1+( )Aasz

Fazendo o méximo dos Ax; tender a zero, diminuimos o erro nos calculos e refinamos

a particao, pois n — o0o. Assim, passando o limite, temos

AyZ
i 2= JE&,Z e () A Z tim 1+ (32) o
Agora, como f é derivavel e continua em [a, b], 0 Teorema do Valor Médio garante
que existe ¢; € [z;_1,x;] tal que Ay; = f'(¢;)Aw;.

Dessa forma podemos definir o comprimento da curva como

L:Zlim 1+ Ax szz /\/ [f'(x)]?dx.
i=1 ¢

Portanto concluimos que se f = f(z) é uma fungao continua e derivavel para todo
x pertencente ao intervalo fechado [a,b] o comprimento da curva lisa do gréafico de f é

dado por

= / V14 [f(x))*ds.

Analogamente, se g = ¢g(y) ¢ uma func¢ao continua e derivavel em [c, d], temos

:/ V149 (y)]dy.

Agora usando o resultado obtido podemos resolver os seguintes exemplos:
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Exemplo 1.30. Calcule o comprimento de arco da curva de equagao

y = ‘ +2€ para  x € [—1,1].
Solugao: A derivada da fungao y = f(z) ¢é f'(x) = %, assim

L = /1\/1+ )dx—/\/ —zei—u(e—m)?dx
_ / \/4+ —2+ ) dx_/\/ +2+ () .

B /1 /(ex+ex)2dx_/l e’ +e
-1 4 -1

—T

dx

Como e* + e~ > 0 para todo z,

1
L:%/_ (ex—l—ex)dx:%[ex—ex]ll ;(26—2 1)—6—1 u.c.

1 e e

Uma curiosidade é que as funcoes y(z) = % e yz) = —

cosseno hiperbélico e o seno hiperbdlico, respectivamente. O grafico da fun¢ao cosseno

Sa0 O

hiperbolico (ver figura abaixo) ¢ uma "catenaria" e tem a forma de um fio flexivel preso

pelas pontas e deixado sob agao da gravidade.

f
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2

Exemplo 1.31. Calcule o comprimento do arco da pardbola y = % para x € [0, 1].
Solucgao
2
Como f(z) = % e f'(z) = z o comprimento do arco da parabola dado por

1 1
L= / V 1+ [f(x)]?dx éiguala L = / V' 1+ 22dz. Usando substitui¢ao trigonométrica,
0 0

fazendo y = tg(t) e observando o tridngulo abaixo, temos

1
- = 2 _ _
cos(t) = — — V1422 = cost) sec(t)
(1) = ==
sen(t) = ——=
d 1 -+ .TQ
x 2
tg(t) = — — dax = sec(t)dt
1
r=0—-t=arctg(0)=0ey=1—t=arctg(l) =
il
T
Logo, o comprimento de arco da parabola é
1 z
L = / V(14 22)de = /4 V1 +tg2(t) - sec®(t)dt
0 0
™ T
_ /Z sec (t)dt = sec(t) - tg(t) + In|sec(t) + tg(t)| |4
0 2
0
sec (%) -tg (%) + In|sec (%) +tg (Z) | — sec(0) - tg(0) + In |sec(0) + tg(0)|
N 2
2 () +in| =1
i nl——
V2 V2 V2+in|V2+1
= = u.cC.
2 2

Agora, vamos mostrar como obtivemos o resultado da integral da fungao / sec’(t),

sinalizada anteriormente.
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* / sec®(t)dt = / sec®(t)sec(t)dt

Vamos resolver a integral pelo método de integracao por partes, fazendo

u = sec(t) — du = sec(t)tg(t)dt e dv= sec*(t)dt — v =tg(t).

Aplicando o método de integragao por parte, em que / udv = uv — / vdu, temos

/secg(t)dt = sec(t) - tg(t) —/tg2(t)sec(t)dt
= sec(t) - tg(t) — / (sec*(t) — 1) sec(t)dt
= sec(t) - tg(t) —/secB(t)dt+/sec(t)dt

Observe que do outro lado da tltima igualdade encontramos novamente a integral

/ sec®(t)dt. Resolvendo a igualdade e usando o resultado
/sec(t)dt = In|sec(t) +tg(t)| + C,

C uma constante, temos

2 / sec®(t)dt = sec(t) - tg(t) + In|sec(t) + tg(t)| + C

Dati,

/8603(t)dt sec(t) - tg(t) + In|sec(t) + tg(t)| L
2

v1+x2'x+ln}\/1+x2+x} Lo
2

Eliana Prates, Ivana Matos, Joseph Yartey e Silvia Velloso 57



Cap.1: Aplicagoes da Integral Simples Sec.10: Comprimento de arco

Exemplo 1.32. Calcule o comprimento do arco da curva

y=In(z), em que V3<z<+/(8).

d 1
Solugao: A derivada da funcao y = In(z) é igual d—y = —, assim o comprimento do
x T

VB 1\ 2 VB 1
L = / 1+<—) dx:/ \/1+—2d3:
\/g e \/g e
/Vg [22 +1 /ﬁ\/gﬂﬂ
— ———dr = Al
V3 T vi Tl

A dltima integral deve ser resolvida pelo método de substituicao trigonométrica.

arco é dado por

Fazendo x = tg(t) e observando o tridngulo abaixo temos
1

cos(t) = Niwwr: — V142 = cos(t) = sec(t)
d sen(t) = L
V14 2?

tg(t) = 1 dx = sec?(t)dt

Muitas vezes, principalmente quando vamos fazer muitas substituigoes de varidveis,
trocar os limites da integral definida fica complicado, assim podemos colocar o resultado
final em funcao de x e utilizar os limites dados no inicio. Considerando que V3<z< \/g,

e fazendo a substituicao de variavel para t, temos

[T [T, gy [ sttt

2(
tg(t tg(t)

_ [sec(t) 1 cos(t) ., 1
_/ tg(t) dt_/cos3(t) sen(t) t_/COSQ(t)-Sen(t)dt

B 1 ~sen(t) _ sen(t)
B / cos?(t) - sen(t) sen(t)dt /0032(1&) - sen?(t) dt

B sen(t)
N / cos?(t) - (1 — cosQ(t))dt
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Agora vamos fazer uma substituicao de variaveis, fazendo

u = cos(t) — du = —sen(t)dt

Dando continuidade,

sen(t) B -1 " -1 "
/ cos®(t) - (1 — cosQ(t))dt B /u2(1 - u2)d /u2(1 —u)(1+ u)d

A B C D
= / —+ 5+ —+ du
U U l1—u 14w

No método de decomposicao em fragoes parciais, temos que encontrar as constantes

A, B,CeD. Para tanto, vamos encontrar o m.m.c. da equagao seguinte:

-1 B A+B+ C N D
w?(l—uw)(1+u)  w w2 1—u 14u

-1 = Au(l —u?) + B(1 —u?) + Cu*(1 + u) + Du*(1 — u)

Poderiamos resolver por igualdade de polindbmios, mas um método fécil é associarmos

valores a u, assim

u=2 — —1=—-6A-3B+120—-4D —- A=0

Portanto, temos
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Sec.10: Comprimento de arco

C D

1—u+1+u

A B
/(—+—2+ )du
u u

1 1 1
a+§ln|u—1|—§ln|1+u|+(]:

Usando a relagdo obtida anteriormente em que cos(t)

— 4 —
C

0s(t)

1 1

2(1+u)

)au

1 1
5 In|cos(t) — 1| — 5 In|1+ cos(t)] + C

, podemos obter o

1
V1422

resultado em funcao da variavel x, e enfim aplicar os limites de integracao.

V8
/\/xQ-f-l 1 —I—ll 1 1' 1l 14 1
x 1 2 |V1+ a2 2 V14 2? /3
V1422
V8
= \/1+x2+lln#—1’ lln1+;
2 | V1+ a2 2 V1+ 22 7
1 1 1
= 1+ (V8)2+=In —1—§ln——
1+ (V8)? 1+ (V8)?
1 1 1
— J1+(VB) —Zn =1+ 5|+ ——
1+ (V3 \/ (V3)
= 3+-=1 1 1 1[ 1+1 2 1l 1 1-|—1l 1+
- "3 2T 3 29 9"
2 1 4 1 1 1 3
— 31 cn|Z —cin|s|—2—Zmm|:|+cm|2
+ ng’ ng’ 2n2’+2n2’
1+1l
= — (N — Uu.cC.
2
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1.11 Exercicios

[1] Determinar o comprimento das curvas dadas em coordenadas retangulares:
1 3 1 1
(1.1) y = In(1 — 2?) dex:Z az=_. (1.2)y21x4+@ derx=1laz=2

(1.3) y=1—1In( sen x) dex:%ang. (14) (y—1)2=(x+1)Pdezxz=0ax=1.

1 1 1
(1.5)3/:5(61—1-6%) dez=0az=1 (1.6)x:§y3+4—ydey:1ay:3.
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1.12 Area de superficies de revolucao

Vamos supor que temos uma curva y = f(x) definida num intervalo [a, b], em que f é
uma fungao positiva e possui derivadas continuas, ver a figura abaixo. Ao rotacionarmos
essa curva em torno do eixo OX um soélido é gerado. Queremos encontrar uma integral
que represente a area da superficie desse solido. Para tanto, inicialmente devemos fazer
um calculo aproximado. Uma idéia é dividirmos esse solido em pedagos e aproximar cada
pedago de um tronco de cone. Ao somar a area de superficie de cada tronco de cone
obtemos um calculo aproximado e ao tomarmos o limite o calculo obtido é a area exata

da superficie do so6lido de revolucao.

A
Y

Inicialmente vamos deduzir uma férmula para encontrar a area de superficie do tronco

de um cone.

Observe o cone planificado ao lado. Através da regra de trés abaixo deduzimos a area
do setor circular, que representa a area lateral do cone de geratriz (i1 + [). O comprimento
da circunferéncia de raio (I; 4 1) esta para a area do circulo com mesmo raio, assim como

o comprimento do setor circular de angulo « esta para a sua area.

ol +1) — 7+ /N

27TT2 — AM

~ 2mry-m (i + 1)’

A — — rlirs.
M o (h + 1) T
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Similarmente, obtermos que a area lateral do cone menor é dada por: A,, = mril;.

A area da superficie de um tronco de cone é dada pela area da superficie do cone

maior menos a do cone menor. Portanto
A= Am — Am = 7T7"2(l1 —+ l) — 7T7"1l1 = 7T[('I"2 — 7"1)[1 —+ 7"2[]. (19)

Agora, por semelhanga de tridangulos temos

l I +1
—1: Lt —>T2l1:T1l1+T1l—> (7"2-T1)l1:7"1l
1 )

Substituindo o resultado obtido na equacao 1.9 temos

A =m(ril +rol) = 27rl (1.10)

1
em que r = 5(7"1 + 73) € o raio médio da faixa.

Agora vamos deduzir a integral que representa a area da superficie do sélido de

revolugao.

Vamos dividir o intervalo [a, b], em sub-intervalos pequenos, tomando-se uma partigao

a=1z9<T1 <Ty<... <1 <Ty,=>,cujos intervalos sao iguais.

yl\

Observe que ao fazermos isso estamos dividindo a curva nos pontos Py, Py, P, ..., Py,
tais que Py(a,yo) e P, (b, y,), como mostra a figura anterior. Podemos aproximar o trecho
da curva entre z; e x;_1, por um segmento de reta que liga P;_1(x;_1,y;-1) a Pi(z;,y;). Ao

girar o segmento de reta P;_; P; em torno do eixo OX, obtermos um tronco de piramide,
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1
cuja geratriz é [ = |P;_1P;| e raio médio igual a r = §(yl-,1 + y;). Consequentemente, a

area da superficie do tronco desse cone é dada por

Wyzel + Y
2

2 PP,

Como f é continua, quando Ax = x; —x;_; é suficientemente pequeno e considerando
&; pertencente ao intervalo [x; 1, z;], podemos obter uma melhor aproximacao, pois y; =
flz;) = f(&), assim como também y; 1 = f(x;—1) = f(&). Ainda com intuito de
melhorar a aproximagao, podemos tomar o comprimento do segmento |P,_;P;| como o

comprimento do arco que liga P,_; a P;, ou seja, em vez de |P,_1P;| podemos escrever

V14 [f(&))?Ar

zﬁwwﬂla\ = 2mf(&) V1 + [f (&) A

Consequentemente, a area total da superficie do solido é aproximadamente

Z 2r &)V 1+ [f'(&)]*Ax.

Agora refinando a parti¢ao, fazendo n — oo e passando o limite,

n n b
i > 2 (6)VT+ (FIEPAT = [ 2 (o) T [Fa)Pde

Logo, para uma funcao f positiva e com derivada continua encontramos que a area
de superficie do solido gerado pela rotagao da curva y = f(z) em torno do eixo OX ¢é

dada por

A:/ o7 f(2)y/T+ [ (@) da.

Observe que o termo 27 f(x) representa o comprimento da circunferéncia descrita

por um ponto (z,y) pertencente a curva ao ser girado em trono do eixo OX e o termo

ds = /14 [f'(x)]?dz representa o comprimento da curva.
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Similarmente, se temos uma curva dada pela fun¢do = = g(y), yec, d], entdo a éarea

da superficie do so6lido gerado pela rotagao da curva a em trono do eixo y é dada por

A =/ 2rg(y)v/ 1+ [9'(y)]2dy.

Exemplo 1.33. Calcule a drea da superficie obtida pela rotagdo da curva y = x° ao

redor do eizo OX, em que x varia entre 0 e 2.

N
Ky

b
Solugao: Nesse caso, vamos usar a formula A = / 2rf(x)\/1 4+ [f'(z)]?>dx, pois o

a
raio da circunferéncia descrita por um ponto pertencente a curva y = 22, quando essa gira

em torno do eixo OX é y = f(x).Vamos encontrar a area da superficie do solido obtido
pela rotacao da curva y = 23, 0 < 2 < 2 ao redor do eixo OX. Para tanto devemos

resolver a integral abaixo.

2 2
A= / 22’ /1 + [322)2dx = / 21’V 1+ 9adda
0

0

Vamos utilizar o método de substituicdo de variaveis. Fazendo t = 1 + 9z, temos

que dt = 3623dx e pataxz =0 —t=1e x =2 — t = 144. Substituindo temos

2 144
A = / 2123V 1 + 9zdder = 118/ Vidt
0 1

144

. 217 <145\/145 _ 1) w.a.

T t3/2

1832

1
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Exemplo 1.34. Calcule a drea da superficie obtida pela rotacio da curva y = '3 ao

redor do eixo OY, em que y varia entre 1 e 2.

\]

—8 -7 —6 -5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8
Solugao: Observe que nesse caso a curva estd em fungao da variavel x e é rota-

cionada em torno do eixo y. Assim, o raio da circunferéncia ao rotacionarmos um ponto

pertencente a curva em torno do eixo y é dado por um valor x = y3. Entao vamos usar

d dz]?
A:/wa 1+{d—} dy com c<y<d.
c Y

Assim, temos que resolver a integral

a formula

2 2
A= / 2my®/1 4+ [3y2)2 = / 213 /1 + 9yidy.
1 1

Vamos utilizar o método de substituicio de varidveis. Fazendo t = 1 + 9y*, temos

que dt = 36y3dy e paray =1 —t =10 e y = 2 — t = 145. Substituindo temos

Logo,

2 o 145
A = / 2my*\/1 + [3y2)2dy = 3—2/ Vidt
1 10

145

9
_ 8_7{ (145\/145 _ 10\/@ w.a.

10

T t3/2

23732
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Exemplo 1.35. Calcule a drea da superficie obtida pela rotagdo da curva y = 1 — x?

ao redor do eixo OY, em que x varia entre 0 e 1.

Solugao: Observe que nesse caso a curva estd em fungao da variavel x e é rota-

cionada em torno do eixo y. Assim, o raio da circunferéncia ao rotacionarmos um ponto

pertencente a curva em torno do eixo y é dado por um valor z. Dessa forma podemos

integrar em relagao a x. Entao vamos usar a féormula

b dy2
A:/ch 1+{%} dr com a<zx<b.

Assim, temos que resolver a integral

1 1
A= / 2/ 1+ [—22]2dx = / 2rrV'1 4 4xd.
0 0

Vamos utilizar o método de substituicao de varidveis. Fazendo t = 1 + 422, temos

que dt = 8xdr e parax =0 —t=1ex =1 — 1 =>5. Substituindo temos

Logo,

1 2 5
A = / 2wV 1 + 4x2dx = g/ Vidt
0 1
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1.13 Exercicios

Calcular a area da superficie gerada pela rotagao do arco de curva dado, em torno

do eixo indicado:

1) y? = dax, 0 <z < 3a; eixo dos x 2) y=2zx, 0 <z <2; eixodos =z
3)y=2x, 0 <z <2; eixo dos y 4) y= senzx, 0 <z <m; eixo dos x
5z =./y, 1 <y <4 eixodos y 6) y=+v16 — 22, =3 <z < 3; eixodos =
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1.14 Respostas dos Exercicios Propostos

e Area de Regides Planares (pagina 06)

( 4 1
(1.1) 2In2 — 1Jua  (1.2) §6u.a (1.3) [?5 — 8l 2} w.a
4 — 16v2 + 244/6 — 64
(1.4) [% - g]u.a (1.5) [I3+21n2]u.a (1.6) [ 6v2 + 3\/_ 6 }u.a
1]
1
(1.7) Dua (1.8) 18In3 u.a (1.9) gua
4
(1.10) %u.a
\
e Volume de Soélidos (pagina 21)
h 4 3 3
BV =3 +ab+t)uv [V = \/357« v 5]V = 8% 0y
43 4rr3 2mr3
6] V=—u WV = . 8|V = —/————u.
6V =" uv MYV =T ur V=
21a’b 2rab?
9 V= Wg u.v [10] V = Wg uwv  [11]V=6uv
e Volume de so6lidos de revolugao (pagina 32)
m(et +4e* — 1)
1] V = 10 u.v
2] { (21)V =druv (22)V =121 uv
24 967 272w
3.1V P v (3.2)V P LV (3.3)V s UV
3]
27 w2

(34)V = — o wv (3.5) V = 5 uv

e Centroides e 2° Teorema de Pappus (pagina 50)

( (1.1) (4, 3—77) V =24ruv  (1.2) (3,
[1]

23 44

23 14
3) -V =232V 21uw

76

(1.3) (0,

\

— | V= . 1.4 ; Vo=2m(17 — .
15),V 80mu.v ( )(28—7T’ 84—37r)’v 7(17 — m)u.v
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2 { 2.1) (%%) (2.2) <0§> (2.3) (%“0)

8 32
3] { (3.1) A= 3 ua (3.2) (z, y) = (0, 1) (3.3) V = ?ﬂ uwv
32 25 25627
47 41) A= 12) @ )= (-1, 2 43)V =
H{<41>A gua (42 (2 9) 3wy v==L
e Comprimento de arco de uma curva (pagina 61)
21 1 12 2—-1
(1.1) In (—> — - uc (1.2) 123 u.c (1.3) ln’\/_
5/ 2 32 2-V3
[1]
1 1, 53
(1.4) —(22v22 — 13V13) u.c (1.5) —(e*—=1)uc (1.6) — u.c
27 2e 6
e Area de uma superficie de revolugao (pagina 68)
o6
1) Emﬁ 2) 875 3) 475

4) 47[v2 + In(v/2 + 1)] 5) %(17\/ﬁ — 5v/5) 6) 487
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